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УИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ ГРУЗА, 
УДАРЯЮЩЕГОСЯ ОБ ОГРАНИЧИТЕЛЬ
П. М. Алабужев, В. И. Копытов
Ряд технических вопросов, связанных с вынужденными ко­
лебаниями систем (с одной или несколькими степенями свобо­
ды), сводятся при не­
которых допущениях к 
задаче о колебании гру­
за на пружине с уда­
ром о жесткий ограни­
читель. В качестве при­
мера можно приверти 
колеблющуюся систему 
«корпус — боек» бу­
рильного, отбойного п 
др. типов молотков.
В работах [3, 5, 7] 
рассмотрены задачи о 
колебаниях массы меж­
ду двумя ограничителя­
ми — упругими и же­
сткими. Задача о ко­
лебании массы на пру­
жине с одним жестким 
ограничителем рассмот­
рена в работе [6], од­
нако, нам представляет­
ся, что данное ниже ре­
шение является более 
наглядным и простым. Исследование указанного вопроса нами 
проведено с помощью вариационного метода акад. Б. Г. Галер- 
кина [1, 2], применение которого позволило определить харак­
тер нелинейности рассматриваемой колебательной системы. Те­
оретическое решение было проверено экспериментально на уста­
новке, изготовленной в Томском политехническом институте 
(рис. 1, а ) .
Результаты расчета и эксперимента приведены в виде фор- 
мул и графиков.
213
S  h sinwt
- A o - V
Рис. 1. Принципиальная схема уста,- 
новки:
/ —кулисный механизм; 2 —пружина; 3 — бара­
бан, протягивающий бумагу; 4 — электродвига­
тель, вращающий барабан; 5 —6 — карандаши для 
записи кривой I перемещения конца пружины и 
кривой II перемещения груза 7; 7 —груз мас­
сы пг\ 8 — ограничитель колебаний.
Рассмотрим колебательную систему, изображенную на рис. 1. 
Требуется определить закон движения груза массы т, если ко­
нец А пружины совершает вертикальные гармонические колеба­
ния по закону
A A 0 =  h sin с«/.
Рассмотрим задачу при следующих допущениях: затухания 
колебаний нет и удар груза об ограничитель не упругий. Будем 
искать такие периодические движения массы т , частота и фаза 
которых совпадают с частотой и фазой возмущения.
Дифференциальное уравнение движения рассматриваемой 




т (х — Лоз2 sin ci)/) =  mg  — F (Xcx +  x )y
mx  +  F (XCT -f x) =  mg  -f mftco2sin c«/, (I)
где X — перемещение груза относительно положения стати­
ческого равновесия системы 0 0 ; 
mg — сила тяжести груза массы т ;
F(Xcr-Yx) — сила упругости пружины, являющейся линейной ве­
личиной в промежутке изменения х от — оо до 
(а0—h), т. е. до ограничителя; 
а0 — расстояние от положения статического равновесия 
груза на пружине до ограничителя при среднем 
положении точки А;
Xct— статическая деформация пружины, вызываемая гру­
зом массы т; 
h — полуразмах свободного конца пружины.
В соответствии с методом акад. Галеркина частное решение 
уравнения (1) будем искать в виде ряда
п
х  =  X0 +  а2*4-і sin (2і +  1) ü)/, (2)
где X0 — величина, не зависящая от времени t.
Найдем решение уравнения (1), ограничившись только пер­
вым членом ряда (2) (первое приближение),
д: =  X 0 +  a  sin со/. (3)
Подставим значение х в уравнение (1). Результат умножим2




j* [— /Яш2 (а +  Л) sin o>t -|- F (ÀCT -f +  sin u>t) — 
о
— mg) (8jcp 8g sin w dt  =  0,
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откуда в силу независимости вариаций öx0 и ьа0 получаем си­
стему двух уравнений для определения величин X0 и а0
2к
UJ
I* [F (Хст +  X0 +  a sin и/) — mg] d t  = О,
2*






g  =  —  \ F (Kr +  X-f  sin dt,2?t J
CO
mto2 (a4- h) =  —  I* F (XCT -f *o +  a sin (o/) sin co/d/.
(4a)
Для вычисления интегралов, стоящих в правых частях урав­
нений (4а), необходимо знать конкретное выражение силы упру­
гости
F (/) =  F (Хст +  х 0 +  a sin u>/) .
Очевидно, что если при колебании масса т He достигает 
ограничителя (х <  Ct0 — h), то
F (Xcx +  х )  =  с (Xcx +  х),
или
F ( Х с т  +  X0 +  Cl sin ( о /) =  с  ( Х с т  +  Xq +  a sin (о/), (5)
где с  — постоянная жесткость пружины.
Подставляя значение силы упругости (5) в выражения (4а), 
после вычислений получим: 
из первого уравнения




/по)2 (а  +  h) =  са у 
поделив на с, после преобразований будем иметь
р } 2 . (a + h ) =  а,









о =  —^ ½ ,  (7а)
1
- Vгде Cl) =  У J  — собственная частота линейной системы «груз—т
пружина» жесткости с.
Уравнение (7а) выражает зависимость амплитуды а вынуж­
денных колебаний от частоты колебаний свободного конца пру­
жины при движении массы т относительно положения статиче­
ского равновесия. Очевидно, что при <о0 >  (колебания в доре­
зонансной области) амплитуда а по величине равна динамиче­
ской деформации пружины. Максимальное перемещение массы 
т относительно какой-либо неподвижной точки в дальнейшем 
будем называть амплитудой вынужденных колебаний в абсо­
лютных координатах и обозначать через А. Очевидно,
/ (Ox2
Al— )
A = a  +  h =  -  W  Jr h ,(8)
(“ У\ W0 J
При <о0 <  со (колебания за линейным резонансом) движе­
ния свободного конца пружины и массы т находятся в проти- 
вофазе. Амплитуда вынужденных колебаний массы т в относи­
тельных координатах выражается формулой
/ W x 2
а =  — — — . (9)
t“ ) - 1V W 0 
Амплитуда вынужденных колебаний массы т в абсолютных 
координатах в этом случае равна
/ Wx2
Л —
A =  a — h =— V i  h. (10)
(“ Г” 1V W 0 /
Если в процессе колебаний масса т ударяется об ограничи­
тель, то интегралы в выражениях (4а) дают иное значение пос­
ле вычислений. В этом случае выражение силы упругости запи­
шется в виде
Р(хст +  *) =  р (Хст +  д;) при х < а * ~ к '(с (Xcx +  а0 — h) при
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Из условия соприкосновения массы т с ограничителем по­
лучаем зависимость
°о— h ] = x 0(11)
7Соткуда следует, что соприкосновение происходит при t = — .2со
Таким образом, промежуток интегрирования по t разбивается 
на 4 части (движение массы от положения равновесия до огра­
ничителя, соприкосновение, отход от ограничителя, движение в 
сторону сжатия пружины и обратно)
с (Хст +  X0 +  a sin о)/)
E(XCT-f- х0 -f- 
+  asinco^) =
при 0 <  / < TC
2(4
с(Хст + а0—А) == lim— Гср( t— — + a W = = Iim - f <р(*)+< сг-0 те J \ 2« J те J
2 CO
п TCП р и  а <  <2 to 2 а)
2 со+CT
(12)
с(Хст+ а 0—Л )= Ііт— Г<р(— + з —lW = lim — йрО )^
о-»0 Я J \2(Й 1 а - 0  Я  J
TC
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при — <  t  <£ — -f-а,2(0 2(о
с (Хст + X 0 +  a  s in  а)/)
71 I ^  J. ^п р и  \- а <  t  <  —  .
Чтобы учесть влияние ограничителя на величины амплитуд 
вынужденных колебаний массы т., в выражении (12) значения
функции F(Хст + х 0 +  a sin wt) при t — —  представлены в инте-
2(о
тральной форме, как и предлагал в таких случаях поступать 
А. Н. Крылов [4, стр. 400]. Поэтому представляется возможным
j. 71силу упругости при t =  —  записать в виде
2(о
CT
F (Хст J-a0— h) =  Hrn —  Г ср(х)dz,
C T - O Л  J
это означает, что рассматриваемая сила характеризуется неко­
торой функцией <р(т) в малом промежутке времени в смежно­
сти с моментом соприкосновения (удара).
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Подставляя выражение (12) в интеграл, стоящий справа в 
первом уравнении (4а), и, разбивая промежуток интегрирова­
ния на четыре части, получим
Щ
2(о




+  —  l im  —  f f f  t --- - 4 -  0W +
■ о 2 j-о « J  \ 2и I
TC
277 “ a
IU  40 «w
AT
+  -I- Iim — Г cp / —  +  a — t \ d t  +  —  Ce (XCT sin u>t) d t
2 MO \2o ) 2tc J a-0
TC
2(o 2(o
откуда, сделав соответствующие вычисления, имеем
X0 =  (Xcx ~Ь G0 O^*




(a +  А) =  —  I г (Хст +  л:0 +  a sin сot) sin u>tdt +
TC J C T = O
2CO 2CO "r ^
+  lim — ( cp it — -j- о) sin ut d t  +  Iim — Гр (—  +  — A sina)^ /+
a.O ч J l 2т j 1 ^ 0 я J \2о> J
 







+  - - j c  (Хст +  х0 +  a sin a)t) sin с ut d t
2 CO 4-or
откуда
ma)2 (a +  h )  =  c a  +  2г (Хст +  G0 —  А) 
или, поделив на с, получим
( — )  ( g  +  ft) =  cl -f- 2 (Хст +  а0 —  /г). (14)
Некоторую особенность представляет вычисление интегралов
TC 
2 Co
Iim —  f ср Й    +  о) sin





- 4 - j
Iim ~  Г cp /JL  4_о — d  sin a




Для вычисления интеграла (а) сделаем замену переменного, 
полагая
' -  +  5 — -
тогда выражение (а) запишется в несколько ином виде, а  
именно: а
Iim —  [ ср (т) sin о) t ( i  -f- —-----о] dx.
N  V 1 2а> /
О
Так как синус в малом промежутке (0, а) знака не меняет, 
то, используя теорему о среднем, получим
а
Iim sin to ( ----- Ѳа] —  Г ср (т)rft =  с Rct +  а0 — А). (О <  Ѳ <  1).
в-** 0 \2а> J n J
о
Аналогично вычисляется и второй интеграл (б), в котором не­
обходимо сделать замену переменного по формуле
2 а)
в результате чего получаем
а
lim sin (о (—  +  Ѳз) — Г ср (т) rfx =  с Rct +  а0 — А).
а - 0 \2о) J n J
О
Уравнение (14) с учетом (13) и (11) запишется в виде
(— У (а +  Л) =  а — 2х0 =  а +  2 [а — (а0 — А)] =  За — 2 (а0 — А),
\ wO J
откуда
2  (а0 — h) +  h (-)а * --------------------------------------------------- (15)
Cl)
О)
Выражение (15) дает в первом приближении зависимость 
относительной амплитуды вынужденных колебаний массы т у 
ударяющейся об ограничитель, от частоты колебаний свободно­
го конца пружины. Амплитуда вынужденных колебаний в абсо- 
солютных координатах будет
( - г\ /2 (йо — h) +  hА =  а +  А ----------- ----- + A./ ( 0 \ 2
3 _ u )
Задаваясь значениями параметров системы А, а0 и % (т. е 
с и zn), строим график (рис.. 2) зависимости амплитуды вынуж-
219
денных колебаний в абсолютных координатах от частоты воз­
мущения о) (по оси абсцисс отложены значения ( — ) , что.
\ wO /
очевидно, изменяет масштаб кривых, но не изменяет их харак­
тера). График, приведенный на рис. 2, наглядно иллюстрирует
картину развития колебаний массы т. С ростом w или [—-I
\  <Ѵ/



























г /  I 
/  /
~ .......... 7
/ \  I
ч  і T__
W 9 - - --------
ко 210 3fl
Рис. 2. Расчетные амплитудные]*кривые:
сплошная линия соответствует первому приближению, пунктирная линия — второму прибли­
жению Значения амплитуд, найденных из опыта, нанесены в виде отдельных точек. Абсо­
лютные значения постоянных величин; ^  =  16,7 1/сек.,  а0 2,0 см\ h — 1,6 см.
деляемые по формуле (16), растут до некоторого значения. 
После чего происходит срыв ударных колебаний, и масса т 
колеблется, не достигая ограничителя. В результате имеем ли­
нейный случай колебаний. Определение абсолютных амплитуд 
вынужденных колебаний массы т производим по формуле (10). 
В момент срыва происходит сдвиг вынужденных колебаний по 
фазе. Наоборот, при уменьшении частоты возмущающей силы 
( м \ 2от значения I I > 3  абсолютные амплитуды вынужденных ко-
\  coO /
лебаний массы га, определенные по формуле (10), растут. При 
достижении амплитудой такой величины, когда масса га будет 
касаться ограничителя, произойдет резкий скачок величины ам­
плитуды вверх и точка попадает на кривую, определяемую 
уравнением (16). Из условия соприкосновения с ограничителем
220
определим значение величины (—  , при котором происходит
\ wO I
скачкообразное увеличение амплитуды вынужденных колебаний 
массы т 9
/  0) \*
Отбрасывая в формуле (16) член, характеризующий возму­
щение, получим в первом приближении уравнение, которое свя­
зывает частоту свободных колебаний массы т с ударом об огра­
ничитель в зависимости от амплитуды колебаний (резонансная 
кривая),
Таким образом, получили типичную для нелинейной задачи 
картину, когда одному значению параметра возмущения соот­
ветствуют два значения амплитуды вынужденных колебаний.
Отметим, что при проведении экспериментов наблюдалось 
следующее явление. При значениях h, близких по величине к 
а0, с ростом частоты возмущения после срыва колебаний на­
блюдались устойчивые ударные колебания массы т с частотой,
равной — о) и —  со. Иными словами, имели место субгармони­
ческие колебания. В данной работе вопрос об определении суб­
гармоник не рассматривался.
На рис. 3 приведены амплитудные кривые при различных 
значениях а0 и h, откуда видно, что если менять только вели­
чину зазора а0, а величину полуразмаха h конца пружины 
оставлять постоянной, то амплитудные кривые будут смещаться 
вверх или вниз (а0 соответственно увеличивается или умень­
шается). При этом точка А излома амплитудной кривой, соот­
ветствующая моменту соприкосновения массы т с ограничите­
лем, будет смещаться по кривой, отображающей линейный слу­
чай при данной величине h. В этом случае также будут сме­
щаться и резонансные кривые, причем точка перелома С будет
— h =  а,
откуда
(17)
A =  .2(ао —*>.+  ft. (18)
При п0 const и изменении величины h амплитудные кри­
вые смещаются либо вправо (h уменьшается), либо влево (h 
увеличивается).
Оценим достаточность первого приближения при решении 
подобного рода задач. Для этого найдем решение уравнения (1), 
взяв в ряде (2) два члена,




Рис. 3. Расчетные амплитудные кривые при различных значениях параметров
системы а0 и і .
Сплошные линии соответствуют значению h — 1,6 см; а0 — 2,5  и 3 см; штрихпунктирные 
линии соответствуют значению h — 1 см, ап — 2,0 и 2 ,5 см. Жирные линии — резонансные 
кривые при соответствующих значениях параметров системы а 0 и h.
і
Сделав вычисления, аналогичные проведенным в первом 
приближении, получим для определения а х и Пз следующую си­
стему алгебраических уравнений:
Г(— У*— 1] ах — 2 (ßi — °з) +  2 (а0 — Л) + / ! / - V = O ,  ]
L V w O/ J \  03O / ( 2 0 )
—  [ э ( ^ )  — і ] а ,  — 2 ( а , - а , ) + 2 ( а 0 - - А )  =  0 .  j
Из выражения (19) следует, что величина х имеет макси­
мум при t =  —2со
Х т ах Х 0 “Ь  a I а 9-  (21)
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' . 4. I
Решая систему алгебраических уравнений (20) относительно 
а\ и а3, получим:
(2 1 Л — 18а0) (— Y + 2 ( a 0 - h ) - 9 h ( — Y
\ О)0 /  V Wq /
9 |—  Y-(зо + 5




, W qа3 = --------  а ( - уV W0 /
SI — V - I  ' 9 1 - V - 1W
(22)
Величины а\ и аз стремятся к бесконечности, когда знамена­
тель равен нулю, следовательно,
V 4 — / і,\ .29 (— У— 30( — ) + 5  =  0,




откуда определяем два значения величины
f— 3 , 16 и f— 0, 18 .
\ Wо / V ÜÏQ /
Очевидно, второй корень следует отбросить, так как он не 
удовлетворяет требованиям поставленной задачи.
Таким образом, с учетом второго члена ряда (2) амплитуда 
вынужденных колебаний в абсолютных координатах будет не­
сколько отличаться от соответствующей амплитуды, определен­
ной в первом приближении (ем. рис. 2). Поправка от второго 
члена ряда (2) на общее значение Xmax составляет величину
не более 15% при значениях j < 2 , 8 .  Как показывают экс­
перименты, в реальных системах вследствие наличия сил сопро­
тивления, действие которых на колебательную систему возра­
стает с ростом амплитуды колебания, срыв устойчивых колеба­
ний с ударом об ограничитель происходит при значениях
j <  2,3. Следовательно, в практических расчетах можно
ограничиваться только первым приближением. Это значительно 
сокращает объем вычислительной работы.
Экспериментальные исследования
Для проверки правильности изложенного выше решения на­
ми были проведены опыты на установке, изготовленной в Том­
ском политехническом институте (рис. 1). Стальной груз мас­
сы т } подвешенный на пружине (постоянной жесткости с), уда-
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рялся об ограничитель (чтобы обеспечить условия, близкие к 
неупругому удару, ограничитель был выполнен из дерева — бу ­
ка). Свободный конец А  пружины был связан с рамкой кулис­
ного механизма и вместе с ней совершал вертикальное колеба­
тельное движение по закону A A 0 — hs \n u > t .
М етодика эксперимента была принята следующая:
1) фиксировалось расстояние а 0 массы т  от ограничителя 
при среднем положении точки А;
2) изменялась угловая скорость ю вращения кривошипа ку­
лисы, а следовательно, и частота колебаний свободного кон­
ца А  пружины и груза массы т ;
3) в течение определенного про­
межутка времени (приблизительно 
10 сек.) карандашами на бумагу, 
закрепленную на вращающемся б а ­
рабане, одновременно записывались 
кривые перемещения массы т  и сво­
бодного конца А  пружины.
Угловая скорость кривошипа уве­
личилась до тех пор, пока не на­
ступал срыв колебаний массы т  с 
ударом об ограничитель (ударные 
колебания). После срыва ударных 
колебаний можем и дальше увели­
чивать частоту вынужденных коле­
баний. При этом масса т  при 
будет «плавать» в зазоре, не ка­
саясь ограничителя. П р и А > а0, , на­
чиная с некоторой частоты <*>, по­
лучим устойчивые субгармониче­
ские колебания с частотой, равной
— о) и т. д. (рис. 4 ).
Рис. 4. Виброграмма субгармо­
нических колебаний массы т 
с ударом об ограничитель:
I — кривая пути массы т (во врем е­
ни); I I —кривая пути свободного кон­
ца пружины (во времени). Период 
колебания Т\ массы пг равен удвоен­
ному периоду колебания T 2 свобод­
ного конца пружины А.
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Наоборот, в случае уменьшения 
частоты вынужденных колебаний, 
скачок амплитуды вынужденных ко­
лебаний массы m  произойдет при частоте œ, меньшей значе­
ния ее при срыве колебаний, т. е. наблюдается явление «затя­
гивания». Глубина «затягивания» определяется формулой (17 ), 
которая подтверждается экспериментально.
Имея число колебаний конца А  пружины и зная время опы­
та, определяем частоту <*> вынужденных колебаний. Величину 
амплитуды вынужденных колебаний массы m  непосредственно 
снимаем с записи на бумаге.
Экспериментальные точки нанесены на теоретическую кри­
вую (рис. 2 ) , откуда следует, что решение задачи в первом 
приближении в пределах эксперимента дает вполне удовлетво­
рительный результат.
224
в ы в о д ы
В работе дается несколько иное, новое решение задачи о ко­
лебании массы на пружине с одним жестким ограничителем [6] 
с применением более общих методов, предложенных А. Н. Кры­
ловым и Б. Г. Галеркиным.
Результаты, полученные теоретически и подтвержденные экс­
периментально, показывают, что введение ограничителя колеба­
ний в систему «масса — пружина», делает последнюю нелиней­
ной, причем система «масса — пружина — ограничитель» стано­
вится более «жесткой» (резонансные кривые наклоняются 
вправо).
Приведенные в работе формулы для амплитуды вынужден­
ных колебаний массы /п, как в относительном, так и абсолют­
ном движениях, могут быть использованы при расчете подобно­
го рода систем, особенно, если системы работают в резонанс­
ном режиме. Наивыгоднейшей при этом является частота, опре­
деляемая формулой (17). Хотя амплитуда вынужденных коле­
баний и увеличивается с ростом частоты вынужденных колеба­
ний, однако появляется большая опасность «срыва» ударных 
колебаний.
В работе рассмотрен только случай неупругого удара об 
ограничитель. Однако экспериментальному изучению был под­
вергнут также и случай упругого удара (ограничитель из стали, 
алюминия, свинца), причем в последнем случае эксперимен­
тальные кривые отходят от теоретической, будучи почти экви­
дистантны последней. С математической стороны задача о коле­
баниях с упругим ударом представляет значительные трудно­
сти и требует дополнительных условий и предположений. В этом 
случае необходимо знать время контакта и величину упругой 
деформации ограничителя. Колебательный процесс долж ен бу ­
дет описываться за время цикла двумя уравнениями, соответ­
ствующими времени контакта массы с ограничителем и времени 
движения массы м еж ду ударами. В такой постановке задача  
долж на рассматриваться только для данных конкретных усло­
вий.
И сследование решения дифференциального уравнения коле­
бательного движения массы системы «упругая связь — масса — 
жесткий ограничитель» показывает, что применяя метод Б. Г. Га- 
леркина к такого типа задачам, достаточно ограничиться толь­
ко первым приближением.
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